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Matrices

Si analizamos el método de eliminacion ya estudiado podriamos buscar una forma de escribir un sistema lineal sin tener
que mantener las incognitas. Definimos un objeto matematico denominado “matriz”, que nos permite hacer precisamente
esto: escribir sistemas lineales de una manera compacta que facilite la automatizacién del método de eliminacion,
inclusive con el uso de un procesador, dandonos un procedimiento rapido y eficaz para determinar las soluciones.

Definiciéon: Una matriz A de m x n es un arreglo rectangular de mn niimeros reales (o complejos) ordenados en m
filas (renglones) horizontales y n columnas verticales:

an aip - ceeo a1y v dln
21 az aee eee azj --- d2p
A=~ . : . fila
ail L e lig | — (renglén) i
Al Gm2 - - Omj - gy
T— columna j

Tipos de matrices

Matriz fila: esta constituida por una sola fila. [1 4 —5]

2
Ol
5
Matriz rectangular: tiene distinto nimero de filas que, de columnas, siendo su dimensiéon m x n.
[2 1 6]
012

Matriz cuadrada: tiene el mismo numero de filas que de columnas. Los elementos de la forma a;;
constituyen la diagonal principal. la diagonal secundaria la forman los elementos con i + j = n + 1.

Matriz columna: tiene una sola columna.

17

Matriz nula: en una matriz nula todos los elementos son ceros.
0 0]
00

Matriz triangular superior: en una matriz triangular superior los elementos situados por debajo de la
diagonal principal son ceros.
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210 -2
[O 7 1]

0 0 -1

Matriz triangular inferior: todos los elementos situados por encima de la diagonal principal son ceros.
20 0
[1 7 0]
3 1-1
Matriz diagonal: todos los elementos situados por encima y por debajo de la diagonal principal son nulos.
2 0 0
0 7 0
0 0-5
Matriz escalar: es una matriz diagonal en la que los elementos de la diagonal principal son iguales.
7 10 —2
[ 37 1 l
4 20 7

Matriz identidad o unidad: es una matriz diagonal en la que los elementos de la diagonal principal son
iguales a 1.

1 20 -2
31 -1
4 10 1

Matriz traspuesta: dada una matriz A, se llama matriz traspuesta de A a la matriz que se obtiene cambiando
ordenadamente las filas por las columnas.

Matriz regular: es una matriz cuadrada que se puede invertir, es decir, tiene inversa. Por lo tanto, su
determinante es diferente de cero.

Ej. 35 al calcular su determinante: 35 6 — 5 = 1 que es diferente de cero, por tanto, la matriz es
12 12

regular.

Ejemplo de matriz regular o invertible 3x3
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115 115
SealamatrizA = | 310 | al calcular su determinante: |13 1 0] =3+0+0)—(5+0+9)=3-14 =
103 103

—11 # 0. Como el determinante de la matriz de orden 3 da como resultado diferente de 0, se trata de una
matriz regular.

Matriz idempotente: es una matriz que es igual a su cuadrado, es decir: la matriz A es idempotente si A =
A?, que es valido, para cualquier valor natural de n (valor entero, no negativo, ni nulo).

Ej. La matriz cuadrada de dimensién 2x2 es idempotente veamos por qué:

4 -2

A= [g __23],su cuadradoes A2 =A-A = [6 _3

de una matriz idempotente.

] el resultado es idéntico, lo que demuestra que se trata

Ej. de una matriz idempotente 3x3

2 -3 =5
C= [—1 4 5|, Para verificar que realmente corresponde una matriz idempotente elevamos la matriz

1 3 —4
2 -3 =5
al cuadrado. C2=|-1 4 5| como el resultado es el mismo que la matriz original, demuestra la
1 3 —4

idempotencia de la matriz.

Formula para los matrices idempotentes: C = [: 1 Iz_l] con a?+ bc = a. De manera que los

elementos de la diagonal secundaria de una matriz idempotente pueden ser cualesquiera mientras se cumpla la
condicién a? + bc = a'y los nimeros de la diagonal principal deben ser ay 1 — a. Ademas de todas las
matrices descritas por esta formula, hay que anexar la matriz ldentidad, que también es una matriz idempotente
pese a no cumplir con la formula.

Matriz involutiva: es una matriz cuadrada (tiene igual nimero de filas que de columnas) que es su propia
inversa. Veamos ejemplos:

a c=|71 O]entoncesC C= [0 1 [

~10 10|10 04010

0 —1 0+0 0+1 01l

b, C= 1 _1]entoncesC-C=[(1) :ﬂ[l —1]=[1+0 —1+1] [(1) ]

0 -1 0 —1 0+0 0+1
1 v
C. A= 35 > | entonces A - A——[ v ] [\/§—1 : 1+3 ]:% [(1) (1)]_
z 2 V3 3+1
I

Matriz simétrica: una matriz simétrica es una matriz cuadrada que es igual a su traspuesta: A = AT

Ejemplo de matriz simétrica de orden 2x2: A = [i
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312
Ejemplo de matriz simétrica de dimension 3x3: B = |1 6 O]
2014
1 5 -3 9
Ejemplo de matriz simétrica de tamafio 4x4: = 0 2 -1
' -3 2 8 4

Al trasponer estas tres matrices se comprueba que son simétricas, porque las matrices traspuestas son
equivalentes a sus respectivas matrices originales.

Matriz antisimétrica o hemisimétrica: una matriz antisimétrica o hemisimétrica es una matriz cuadrada que
verifica: A = —AT

Ej. Sea lamatriz A = [% _(?] entonces AT = [_g 05] por tanto —AT = A

0 1 -8 0 -1 8
Ej.2.Sealamatriz A=|—-1 0 6|entoncesA” =|1 0 —6|portanto—AT = A4
8 —6 0 -8 6 0

Las matrices antisimétricas presentan las siguientes propiedades:

e Son matrices cuadradas
e Los valores de su diagonal principal son todos iguales a 0
e Toda matriz cuadrada se puede descomponer en la suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica

Matriz ortogonal: una matriz es ortogonal si verifica que: A.AT = I . Otra manera de explicar el concepto
de matriz ortogonal es mediante la matriz inversa, porque la matriz traspuesta (o transpuesta) de una matriz
ortogonal es igual a su inversa.

Es posible demostrar facilmente que la matriz invertida de una matriz ortogonal es equivalente a su traspuesta
mediante la condicion de matriz ortogonal y la propiedad principal de las matrices inversas:

AAT =1

AT=A‘1—>{
A-A1

Por lo que una matriz ortogonal siempre sera una matriz invertible, o dicho de otra forma, serd una matriz
regular o no degenerada.

Ej. 1 para una matriz ortogonal de dimension 2x2: A = [21 t] Se puede comprobar que es ortogonal

calculando el producto por su traspuesta: A. AT , veamos:

AAT= 3121'%_;]=[32



https://www.matricesydeterminantes.com/matrices/matriz-inversa/cuando-es-matriz-regular-o-invertible-ejemplos-y-propiedades/
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Como el resultado da la matriz ldéntica, esto prueba que A es una matriz ortogonal.

Ej. 2 para una matriz ortogonal de dimension 3x3:

08 06 0
A=1-06 08 0
0 0 1

Se demuestra que es ortogonal multiplicando la matriz A por su traspuesta, veamos:

0.8 06 0 08 —-0.6 0 1 00
A-At=|-06 08 0|-]06 08 0|=]0 1 0
0 0 1 0 0 1 001

Como la solucion es la matriz Unidad, demuestra que A es una matriz ortogonal.

Matriz escalonada: Una matriz es escalonada si al principio de cada fila (o columna) un elemento nulo méas
que en la fila (o columna) anterior.

Una matriz se llama escalonada por renglon eso simplemente escalonada si cumple con las siguientes
propiedades:

1. Todos los renglones cero estan en la parte inferior de la matriz.
2. El elemento delantero de cada renglén diferente de cero estd a la derecha del elemento delantero
diferente de cero del rengl6n anterior.

Ej. De matrices escalonadas. En cada renglon diferente de cero la primera entrada diferente de cero esta marcada con el
color verde.

_— ) )
ga;j; 0/ =3 1 5 34 -2 6
o o 0 02o0|, 01 07
0 000 00
(0 0 0oo L
- (=7 0000
ggg], [0/5 0 —4 00000
L 00000
[0 00 0/2/3 30 4 -7 (5 00
D000 0 020 5|, 0/=2 0
o000 o0 000 o 0 04
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Definiciéon de matriz escalonada en términos de los mimeros r y p;. Sea
A € M, (F). Denotemos por r al niimero de los renglones no nulos de A:

v en cada renglon no nulo denotemos por p; al indice de la primera entrada no nula:

pi = min{j (R PR n}: A # ()} (R fy A m}, A;. #0).

La matriz A se llama escalonada por renglones (o simplemente escalonada) si cumple con
las siguientes propiedades:

1. A;, #0paratodoie€ {l,..., r}. A;. = 0 para todo i > r:

2. P1 Lo SaiPes

Definicién (matriz escalonada reducida). Una matriz se llama escalonada reducida por renglones o
simplemente escalonada reducida si cumple con las propiedades 1y 2 y ademas con las siguientes propiedades
3 y 4: En cada renglon no nulo el elemento delantero diferente de cero (“pivote™) es igual a uno

vie{l,...,r} A;ip, = 0.
» Todos los elementos por encima de los pivotes son nulos:

Vie{2,...,r} Vke{l,...,i—=1} A, =0.

9. Ejemplos de matrices escalonadas reducidas.

0110 0 0 -5
0000 4 10 5 -6 é?g
00001 =51|" 013 4 |’ 0 o0ll
00000 0

Eliminacion de Gauss

Proposicion (eliminacion de Gauss). Cualquier matriz A € M,,, . ,(FF) se puede transformar en una matriz
escalonada por renglones al aplicar operaciones elementales de tipos Rp + = ARq con p > gy Rp « Ra.

Demostracion. Describamos un algoritmo que transforma la matriz dada A en una matriz escalonada. Este
algoritmo se llama eliminacién de Gauss. En el k-ésimo paso del algoritmo supongamos que:

i. Las primeras k — 1 filas son no nulas;
fi. Los indices de los elementos delanteros en estas filas cumplen con la propiedad p; < p; <
< Pi-1
iii. — Ajp,_, =0paratodoi = k.

Consideremos dos casos.
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I Todas las filas de A, a partir de la k-ésima, son nulas: 4;; = 0 paratodo i € {k, ..., m} ytodo ]
€{1,...,n}. Eneste caso r = k — 1, y el algoritmo se termina.
Sean q = min{j €{1,--, np:3i €k, ,mtA; # 0},
p = min{i €fk,-, m}: Ay # 0}
La condicion iii) garantiza que py, := q > py—4. Si se aplica la operacion elemental Ry < R,,.
Después de esta operacion, Ay, # 0.
Usando las operaciones elementales R; + %";Rk, se eliminan los elementos por debajo del

elemento (k, g). Ahora la matriz cumple con las propiedades i), ii), iii) con k en lugar de £ — 1.
Continuando el proceso obtenemos una matriz escalonada.

Eliminacion de Gauss-Jordan. En el k-esimo paso se eliminan no sdlo los elementos A;,, coni >k, sino
también A, coni<k.

Ejemplo. Transformemos la siguiente matriz a una matriz escalonada:

3 -3 4 0

-1 1 -7 3

A= 5 —4 8 1
3 —2 —23 16

Apliquemos el método de Gauss. Cada vez eligimos como pivote al elemento el mas iz-
quierdo y el mas alto. En el primer paso usamos como pivote el elemento A;, = 3.

3 3 4 o] R 373 40
Ra—=3R
-1 1 -7 3| R_&. |0 0 =3 3
5 —4 3 1 0o 1 43_1 1
M 0 1 —27 16
En el segundo paso tenemos que intercambiar dos filas.
3 -3 4 0 3 =3 4 0
Roors | 0 1 5 1| ri—m, | O ;1
0 o0 -4 3 0 -2 3
0 1 —27 16 0 -2 15
Y un paso maés:
3 -3 4 0
s | O P2 21
0 o =33
0 0 00

Ahora la matriz es escalonada, r =3, py =1, po =2, p3 = 3.
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Solucidén de sistemas de ecuaciones lineales
cuyas matrices son escalonadas reducidas

Ejemplo. Resolver el sistema de ecuaciones lineales con la siguiente matriz aumen-

tada:
1 -2 00 5H|-3
0 010 -2 4
0O 001 4 2

0 000 0] 0

La matriz es escalonada reducida. Podemos utilizar la primera ecuacién para despejar la
incHgnita x, la segunda ecuacién para despejar x3 v la tercera para xy4:

r = 219 -— Bry — :}
Ty = 2rs + 4;
Ty —dxs + 2.
La solucion general es
2z9 — Dz5 — 3
T2
T = 225 44
-4y + 2
Ty
Ejercicios sobre matrices
1. Sean
A_[z -3 5 4 7 3 2
“le —54 B=|-3 C=|-4 3 5
5 6 1-1

a. Clasifique cada una de las matrices del punto 1.
b. Encuentre la matriz traspuesta de las matrices A, By C.
c. Las matrices A, by C ;tienen inversa? Justifique su respuesta. En caso afirmativo encuéntrenla.

2. Sean las matrices A, B, Cy D.

_123]

4= 214

B =

10 3 —-13 3 -2
21] C=[4 1 5] D_[z 4]
32

2 13

a. Clasifique cada una de las matrices del punto 1.
b. Encuentre la matriz traspuesta de las matrices A, By C.
c. Lasmatrices A, by C ¢tienen inversa? Justifique su respuesta. En caso afirmativo encuéntrenla.
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